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1 Lineare Abbildungen

1.1

ϕ : M3,1(R) → R

ϕ

 x1

x2

x3

 := sinx1 + 4x2

Seien x, y ∈ M3,1, a ∈ R

ϕ (x + y) = ϕ

 x1 + y1

x2 + y2

x3 + y3


= sin(x1 + y1) + 4(x2 + y2)

y da sin(x1 + y1) 6= sinx1 + sin y1, ist ϕ nicht linear
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1.2

ϕ : M3,1(R) → R

ϕ

 x1

x2

x3

 := 2x1 − x2 + 3x3

Seien x, y ∈ M3,1(R), a ∈ R

ϕ(x + y) = ϕ

 x1 + y1

x2 + y2

x3 + y3


= 2(x1 + y1)− (x2 + y2) + 3(x3 + y3)
= (2x1 − x2 + 3x3) + (2y1 − y2 + 3y3)
= ϕ(x) + ϕ(y)

aϕ(x) = a(2x1 − x2 + 3x3)
= 2ax1 − ax2 + 3ax3

= ϕ

 ax1

ax2

ax3


= ϕ

a

 x1

x2

x3


= ϕ(ax)

y ϕ ist linear

Ker ϕ = {x : ϕ(x) = 0}
= {x : 2x1 − x2 + 3x3 = 0} (x2 = 2x1 + 3x3)

=

x : x =

 x1

2x1 + 3x3

x3


=

x : x = x1

 1
2
0

 + x3

 0
3
1


= L


 1

2
0

 ,

 0
3
1



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1.3

ϕ : M3,1(R) → M3,1(R)

ϕ(x) := Ax A =

 0 −1 −2
−1 −1 1
−1 0 3


Seien x, y ∈ M3,1(R), a ∈ R

ϕ(x + y) = A(x + y)

=

 0 −1 −2
−1 −1 1
−1 0 3

 ·

 x1 + y1

x2 + y2

x3 + y3



=

 −(x2 + y2)− 2(x3 + y3)
−(x1 + y1)− (x2 + y2) + (x3 + y3)

−(x1 + y1) + 3(x3 + y3)



=

 −x2 − 2x3

−x1 − x2 + x3

−x1 + 3x3

 +

 −y2 − 2y3

−y1 − y2 + y3

−y1 + 3y3


= ϕ(x) + ϕ(y)

aϕ(x) = a ·

 −x2 − 2x3

−x1 − x2 + x3

−x1 + 3x3


=

 a(−x2 − 2x3)
a(−x1 − x2 + x3)

a(−x1 + 3x3)


=

 −ax2 − 2ax3

−ax1 − ax2 + ax3

−ax1 + 3ax3


= ϕ(ax)

y ϕ ist linear
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Lösung des Linearen Gleichungssystems Ax =

 0
0
0

 zur Bestimmung

von Ker ϕ:

0 −1 −2 0
−1 −1 1 0
−1 0 3 0
1 1 −1 0
0 1 2 0

−1 0 3 0
0 1 2 0
0 1 2 0
0 0 0 0

Leitelemente: x1, x2

Setzen t1 := x3

x2 + 2x3 = 0
x2 + 2t1 = 0

x2 = −2t1

x1 + x2 − x3 = 0
x1 + (−2t1)− t1 = 0

x1 = 3t1

x1 = 0 + 3t1
x2 = 0 − 2t1
x3 = 0 + t1

y x =

 0
0
0

 + t1

 3
−2

1

 t1 ∈ R
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Ker ϕ =

x : ϕ(x) =

 0
0
0


=

x : Ax =

 0
0
0


=

x : x = t1

 3
−2

1

 , t1 ∈ R


= L


 3
−2

1




2 Lineare Unabhängigkeit

A =

 0 −1 −2
−1 −1 1
−1 0 3


Prüfen auf lineare Unabhängigkeit:

1 1 −1
−1 0 3

0 −1 −2
0 1 2
0 −1 −2
0 0 0

y Es existiert eine nichttriviale Lösung:

−3

 0
−1
−1

 + 2

 −1
−1

0

 =

 −2
1
3


y Die Spalten von A sind linear abhängig
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3 Dimension und Basis

3.1

U1 =




w
x
y
z

 : w − x + 2y − z = 0︸ ︷︷ ︸
w=x−2y+z


=

x : x =


x− 2y + z

x
y
z




=

x : x = x


1
1
0
0

 + y


−2

0
1
0

 + z


1
0
0
1




y BU1 =




1
1
0
0

 ,


−2

0
1
0

 ,


1
0
0
1




Prüfen auf lineare Unabhängigkeit:

1 −2 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 2 −1
0 1 0
0 0 1
0 0 −1
0 0 1
0 0 0

y BU1 ist linear unabhängig und damit Basis von U1

dim U1 = |BU1 | = 3
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B′ = {e1, e2, e3, e4}

a1 =


1
1
0
0

 = e1 + e2

y Ersetzen von e1 durch a1

a2 =


−2

0
1
0

 = −2a1 + 2e2 + e3

y Ersetzen von e2 durch a2

a3 =


1
0
0
1

 = −1
2
a2 +

1
2
e3 + e4

y Ersetzen von e3 durch a3

B′′ =




1
1
0
0

 ,


−2

0
1
0

 ,


1
0
0
1

 ,


0
0
0
1




Komplementärer Unterraum:

U c =

x : x = a


0
0
0
1

 , a ∈ R


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3.2

U2 =




v + 2w
0
w

w + v

 : v, w ∈ R


=

v


1
0
0
1

 + w


2
0
1
1

 : v, w ∈ R



BU2 =




1
0
0
1

 ,


2
0
1
1




dim U2 = |BU2 | = 2

B′ = {e1, e2, e3, e4}

a1 =


1
0
0
1

 = e1 + e4

y Ersetzen von e1 durch a1

a2 =


2
0
1
1

 = 2a1 + e3 − e4

y Ersetzen von e3 durch a2

B′′ =




1
0
0
1

 ,


2
0
1
1

 ,


0
1
0
0

 ,


0
0
0
1




Komplementärer Unterraum:

U c =

x : x = a


0
1
0
0

 + b


0
0
0
1

 , a, b ∈ R


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