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1 Behauptung

Gegeben seien die Zahlen a,b,z,y,n mit a,b,n € N*, b > a > 1 und
x,y € Ng. Ferner sei der grofite gemeinsame Teiler (ggT) von a und b 1.
Dann soll gelten:

Jz Jy (ax + by = n, fiir n > nyp) (1)

Gesucht wird p, d. h. die grofite natiirliche Zahl, die sich nicht in der o.g.
Form darstellen lasst. (= p=mng —1)

2 Vermutung

p=ab— (a+Db)

3 Priifen, ob p existiert

Nach dem Euklidischen Algorithmus lisst sich der grofite gemeinsame Teiler
T zweier Zahlen a,b € N in der Form T = aw + bz mit w, z € Z darstellen.
Das heif3t, dass im konkreten Fall gilt

aw+bz =1 mit w,z € Z (2)

und somit auch
amw + bmz =m mit m € N (3)
Da b > a > 1 ist, folgt, dass entweder w < 0 < z oder w > 0 > z ist.

OBdA untersuchen von w < 0 < z:

—ala—1)w+b-0z=n
0
>

Addieren von (3) ergibt:

—ala— 1w +amw+0b-0z+bmz =n+m
—ala—1—-—m)w+b0+m)z =n+m

alm—a+Nw+bmz =n+m

Einsetzen der Werte m = 0, m =1, ..., m = a — 1 und Substituie-
ren von (m — a + 1)w durch z,+1 bzw. mz durch y,,4+1 ergibt die fiir den
Induktionsanfang benétigten Gleichungen.



4 Beweis

4.1 Vollstindige Induktion
4.1.1 Induktionsanfinge

ary +byr = n
axo +byy =n+1
axs +bys = n+2

axtqe + by, =n+a—1

4.1.2 Induktionsschluss

ar+by =n+a
ar —a+by =n
alx—1)+by =n

4.2 Bestimmen von z,

axe+by, =n+a—-1
axe —a+by, =n—1
a(xa_1)+bya =D

Aus diesem Widerspruch zur Behauptung folgt:

:>$a—1¢N()
= x,=0



4.3 Bestimmen von y,

4.3.1 y, nach oben abschitzen

Annahme

Yo > a— 1

Ya = Q

Yo = a+0 (0 € Nyp)
Gegenbeweis

by, =n+a—1
bla+d)=n+a—-1
ba+b)=n+a-—1
ba—a+bd=n-1
ab—1)+bl =p

Diese Aussage steht im Widerspruch zur Behauptung und muss folglich
falsch sein.
=Y <a—1
4.3.2 y, nach unten abschitzen

Aus
n<n+l<n+2<...<n+a-1

ergibt sich
ar1 + by < axo+bys < axs+bys < ... < by,

daraus folgt
= Yo > Yk (kell,a—1))



4.3.3 Untersuchen von yy

Behauptung
Alle yj, mit k € [1, a] sind paarweise verschieden.

Beweis
Angenommen,

azry, + by, = ax,, + by, +q (g€ l,a—1))
ATy = QTm + q
q = ATy, — AT,

q = a(xn - xm)

Hier liegt ein Widerspruch vor, da ¢ innerhalb des Intervalls [1,a — 1]
liegen muss und daher kein Vielfaches von a darstellen kann.

4.3.4 Zusammenfassung

Fiir y, gilt also
oy, <a-—1
® Yo >y =0
e Alle a Faktoren y; sind paarweise verschieden

=>Yg=0a—1
4.4 Bestimmen von p

ate+ by, =n+a-—1 e =0, Yy =a—1
bla—1)=n+a—1

n=ab—b—a+1
n=ab—(a+b)+1
p=n-—1
p=ab— (a+D)



